1T QUANTENMECHANISCHE GRUNDBEGRIFFE

ERGEBNISSE VON IMPULSMESSUNGEN

Es stellt sich nun die Frage, ob man aus einer beliebigen Wellen-
funktion x — ¥(z), welche im allgemeinen nicht einem Impuls-
Figenzustand entspricht, ablesen kann, mit welcher Wahrschein-
lichkeit man welchen MeBwert bei einer Impulsmessung erhéalt.
Der erste Schritt zur Beantwortung dieser Frage besteht darin,
daB3 man versucht, die Wellenfunktion als Summe von Impuls-
Eigenzusténden, also von Planwellen, zu schreiben. Geméafl einem
mathematischen Theorem ist dies (bei ,,anstdndigen” Funktionen)
immer moglich, wenn man sich auf ein endliches Ortsintervall
€ [-L, L] beschrankt:

()= Y a(k)er (7)
k=nm/L
n=0,£1,£2,...

(vgl. Abb. 8). Eine solche Summe nennt man Fourierreihe. Aller-
dings ist die Summe von periodischen Funktionen wie z — e%?
wieder eine periodische Funktion, wenn die Wellenzahlen wie hier
in einem rationalen Verhéaltnis zueinander stehen. Wenn die Ent-
wicklung nach Planwellen fiir den ganzen Ortsraum |—oo, 00|
gliltig sein soll, reicht eine Summe nicht mehr aus, und man mufl
¥ (z) in Form eines Integrals schreiben:

[e.e]

U (z) = / a(k) e i (8)

— 00

Abbildung 8: Zerlegung einer Wellenfunktion z +— ¥(z) in Planwellen auf
einem endlichen Intervall [—L, L]
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Gemaf einem mathematischen Theorem existert fiir alle , hinrei-
chend anstandigen® Wellenfunktionen z — ¥(z) tatsichlich eine
solche ,,Amplitudenverteilung” k +— a(k), welche man die Fourier-
transformierte von x — ¥(x) nennt.

w Die Fouriertransformierte einer Wellenfunktion z — W(l‘) ist gegeben
N2
XL durch

alk) = 2 / W) e dy. ()

T oo

—oo

Mit Hilfe der ,,Amplitudenverteilung” &k +— a(k) kann man nun

eine Funktion 5
(P
p— D(p) = = a(ﬁ> , (10)

definieren, die, wie man zeigen kann, eine anschauliche Interpreta-
tion hat: Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nach einer Impuls-
messung im Impulsbereich [p, p + dp| vorzufinden, ist gegeben
durch |®(p)|? dp. (Der Normierungsfaktor /27 /h garantiert, dafl

[ B(p)Pdp =1 gilt.)
DIE HEISENBERGSCHE UNSCHARFERELATION

Ist ein Teilchen nicht in einem Orts-Eigenzustand, so gibt es bei
Ortsmessungen Schwankungen um einen Mittelwert; dasselbe gilt
fir den Impuls. Da es keine gleichzeitigen Eigenfunktionen des
Orts und des Impulses gibt, konnen diese Orts- und Impulsschwan-
kungen Az und Ap nicht gleichzeitig beliebig klein sein. Bevor
wir dieses Phanomen quantitativ behandeln kénnen, miissen wir
den Groflen Az und Ap einen Sinn geben.

Der Mittelwert aller Meflergebnisse von Ortsmessungen, d. h. der
Erwartungswert (x) des Ortes, ist gegeben durch

[e.e]
(x) = /:U‘!p(l‘)|2 dzx . (11)

—0o0
Das Ausmaf} der Schwankungen der Melwerte um diesen Mittel-
wert wird beschrieben durch die Varianz, d. h. den Erwartungswert

von (x — (z))?: -

Varla] = /(m— (2))2 ()2 dx (12)
Die Ortsunschérfe Az ist definiert durch Az := \/Var[z]. Mit

Hilfe der Funktion p — @(p) definiert man einen analogen Aus-
druck fiir die Impulsunschérfe Ap.



Beispiel. Wir betrachten folgende Wellenfunktion (Abb. 9 links):

W (x) := const e 1407 e'hoe
wobei o, und ko reelle Konstanten sind und ,,const einen Normierungsfaktor
bezeichnet. Man kann zeigen, dafi Az = o, gilt. Die entsprechende , Impuls-
funktion® (Abb. 9 rechts) lautet
®(p) = const e~ (P=po)*/4a]

vgl. Ubungsaufga e), mit po := hko und o, 0p = 5h. Man kann zeigen, da

gl. Ubungsaufgab hk d P éhM k gen, daf
Ap = o, gilt. Somit folgt

Az Ap = g . (13)
Bei einer spitzen Wellenfunktion z — ¥ (z) ist die ,, Impulsfunktion® p — @(p)
breit, d. h. es gibt grole Schwankungen bei Impulsmessungen. Der pathologi-
sche Grenzfall 0,—0, also o,—00, entspricht einem Eigenzustand des Ortes
(Abb. 9 oben). Ist die Wellenfunktion hingegen delokalisiert, ist die ,,Impuls-
funktion spitz, d. h. es gibt wenig Schwankungen bei Impulsmessungen. Der
pathologische Grenzfall o,—o00, also 0,—0, entspricht einem Eigenzustand
des Impulses (Abb. 9 unten).

Gleichung (13) ist ein Grenzfall, der nur gilt, wenn die Wellen-
funktion wie im obigen Beispiel gauflformig ist. Fiir allgemeine
Wellenfunktionen kann man folgende Ungleichung herleiten:

Az Ap > —. (14)

N | v

Das ist die Aussage der Heisenbergschen Unschéirferelation.

2 Eigenzustande der Energie

OPERATOREN

Der Operatorenformalismus der Quantenmechanik erlaubt es, die
moglichen Eigenzustinde und Eigenwerte jeder beliebigen Obser-
vablen zu bestimmen. Wir werden diesen Formalismus vor allem
zur Bestimmung der Energie-Eigenzustiande und -Eigenwerte an-
wenden, da diese in der Spektroskopie eine wichtige Rolle spielen.

Jeder Observablen A wird ein sogenannter Operator A zuge-
ordnet. Operatoren transformieren eine Wellenfunktion ¥ in eine
andere Wellenfunktion AV.

[ ()] [2(p)]
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Abbildung 9: GauBférmige Wellen-
funktionen x +— W¥(z) (links) und
die entsprechenden ,,Impulsfunktio-
nen“ p +— &(p) (rechts). Eigen-
zusténde des Ortes (oben) bzw. des
Impulses (unten) konnen als patho-
logische Grenzfille von Gauflschen
Wellenpaketen aufgefafit werden.
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Rechenregeln fiir Operatoren. In der Quantenmechanik sind die Operatoren
linear, d. h. es gilt fiir alle Wellenfunktionen ¥; und ¥, und fiir alle A € C:

AW + W) = AWy + AW, und  A\W) = X AW .
Summe und Produkt zweier Operatoren A und B sind definiert durch
(A+BW = AW + BU und (AB)W := A(BW).

Die Multiplikation von Operatoren ist nicht kommutativ, d. h. im allgemeinen
gilt nicht AB = BA. Man beachte die Analogie mit der linearen Algebra: die
Operatoren entsprechen den Matrizen, und die Wellenfunktionen entsprechen
den Vektoren.

Kennt man den zu einer Observablen A gehorigen Operator A, so
kann man feststellen, ob eine gegebene Wellenfunktion ¥ einem
Eigenzustand von A entspricht:

Ist ein Quantensystem in einem Eigenzustand beziiglich der
Observablen A (etwa weil die Grofle A soeben gemessen
wurde), so wird die Wellenfunktion ¥ vom Operator A bis
auf eine multiplikative Konstante in sich selbst iiberfiihrt:

AW (z) = Ay ¥ (). (15)

Die Konstante Ag € R ist der zum Eigenzustand gehorige Ei-
genwert, also das Resultat der Messung von A. Wellenfunk-
tionen mit der Eigenschaft (15) nennt man Eigenfunktionen
des Operators A.

e Man beachte die Analogie zur linearen Algebra: Dort heifit ein Vektor v
Eigenvektor einer Matrix A mit Eigenwert \, wenn Av = \v gilt.

e Befindet sich das System nicht in einem Eigenzustand von A, so hat die
Wellenfunktion z — AW(z) keinerlei physikalische Bedeutung!

Man kann nun zeigen, dafl der Ortsoperator & durch die Mul-
tiplikation mit x gegeben ist:

TV (z) :=z¥(x). (16)

Der Impulsoperator hat eine etwas kompliziertere Form. Er ist
gegeben durch

5.9
= (17)

Ein Eigenzustand des Impulses mit Eigenwert po entspricht der durch ¥(z) :=
aeo®/" definierten Wellenfunktion. Es gilt in der Tat
h o hipo
PV (z) = ZL gaengw/h = a{ ”’% PO — oW (x).



Hingegen ist etwa die Uberlagerung zweier Planwellen keine Eigenfunktion des
Impulsoperators:

h 0

T 3 (a1 1o/ g, eimm/h) # const¥(x) fir ai,as #0.

Fiir die ,Impulsfunktion p +— @(p) gibt es einen vollig analogen

Formalismus. Der Impulsoperator entspricht einem Multiplikations-

h 9

operator, also p = p, und der Ortsoperator ist gegeben durch & := —% 35 -

KOMPATIBLE UND INKOMPATIBLE OBSERVABLEN

Oft stellt sich die Frage, ob zwei verschiedene Observablen A
und B gemeinsame Eigenzustinde haben kénnen. (Wir wissen
bereits, dafl dies bei den Observablen Ort und Impuls nicht der
Fall ist.)

Zwei Observable A und B koénnen nur dann gemeinsame
Eigenzustande haben, wenn fiir die entsprechenden Opera-

toren _ . -
[A,B] := AB—BA=0 (18)

gilt.

Die Kurzschreibweise [A, B] := AB — BA heifit Kommutator von
A und B. Gilt [fl, B] =0, so sagt man, daB die Operatoren A
und B vertauschen oder kommutieren, und dafl die Observablen
A und B kompatibel sind. In diesem Fall kénnen die Gréflen A
und B gleichzeitig einen Wert haben. Man kann zeigen, dal man
dann die Eigenfunktionen von A derart wihlen kann, daf sie auch
FEigenfunktionen von B sind, und umgekehrt.

Observablen, deren Operatoren nicht kommutieren, nennt man
inkompatibel. Ein typisches Beispiel fiir inkompatible Grofien sind
Ort und Impuls; es gilt in der Tat [p, 2] = —ih (vgl. Ubungsauf-
gabe).

DER HAMILTONOPERATOR

Die Energie eines klassischen Teilchens setzt sich zusammen aus
der kinetischen Energie Ey;, und der in der Regel vom Ort z
abhéngigen potentiellen Energie V' (x):

E = Egy+V(z) mit Eyg, = smv* = om P
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wobei m die Masse und v die Geschwindigkeit des Teilchens be-
zeichnet. Das sogenannte Korrespondenzprinzip besagt nun, dafl
man den Energieoperator dadurch erhilt, indem man Ort  und
Impuls p durch die entsprechenden Operatoren z und p ersetzt.
Der zu der GréBe p? = p-p gehorige Operator ist gegeben durch

o_os hORO 50
_pp_zﬁxiax_ 0x2
Somit ist
R o 0P

der gesuchte Energicoperator. Den Energieoperator nennt man
Hamiltonoperator; deshalb schreibt man H und nicht E.

Der Hamiltonoperator ist unter anderem deshalb von grund-
legender Bedeutung, weil aus ihm die Zeitevolution einer Wel-
lenfunktion folgt, und zwar iiber die sogenannte zeitabhingige
Schrodingergleichung:

Abbildung 10: Zeitevolution eines gauflformigen Wellenpakets im Fall kon-
stanter potentieller Energie (V(z) =0). Man erkennt hier deutlich das als
,ZerflieBen des Wellenpakets“ bezeichnete Phanomen.



